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Abstract: We consider the problem of sequential prediction for classes of Markov sources
and their geometrical structures. A class of Markov sources defined by a context tree (tree
model) is an exponential family when it drops in an FSMX model. In that case, the Jeffreys
mixture is minimax in terms of coding regret and an approximation formula for Jeffreys
mixture is known. As for the case in which a tree model is not FSMX, we conjecture that
it is not exponential type. We have partly solved this problem, i.e. we show that a certain
type of non FSMX tree models is curved.

1 まえがき
文脈木によって定まるMarkov情報源の族 (tree model
と呼ぶ)に関する逐次予測問題と微分幾何的性質につい
て考察する．情報源のクラスが i.i.d.の指数型分布族で
あるとき，Jeffreys事前分布を用いた Bayes予測 (以下，
Jeffreys予測)は確率的コンプレキシティを漸近的に達成
することが知られている [7]．これは符号長 regretを評
価基準としたとき，漸近的にminimax予測になると言い
換えられる．より一般の指数型でないモデルの場合には，

Jeffreys予測はminimax予測とはならない [7]．これは，
Jeffreys予測の regretの中に埋め込み指数曲率に関係し
た項が含まれることによっている．この事情は，i.i.d.で
はない時系列モデルの場合も同じである．特に有限アル

ファベットのMarkov連鎖は漸近的に指数型分布族に近
づくことがよく知られており ([13]など)，Jeffreys予測
によって minimax regretが達成できることも示されて
いる [9](正確には FSMXモデルいついて示されたもの)．
この場合 Jeffreys事前分布にはMarkovモデルの各状態
の定常確率がふくまれており，混合を計算することは困

難である．これに関し，Laplace推定量を補正する形で
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表す近似式が知られている [8, 9]．これは定常確率の遷
移確率による微分係数を利用するもので，ナイーブな実

装では 1シンボルあたり状態数の 3乗と，計算コスト
がまだ高い．しかし，最も単純な二状態のMarkov連鎖
の場合には，シミュレーションによって minimaxリグ
レットに近い性能を示すことが報告されている．よって

その適用可能範囲を広げることは興味深い課題である．

本稿では，これについて 1)原理的に適用可能な範囲を
明らかにするという観点と，2)適用可能な場面が増や
せるよう，計算コストを下げる工夫をするという観点か

ら考察する．

1)についてはまず，[9]で示された Jeffreys予測がmin-
imaxという命題は，FSMXモデルに限定されたもので
あることに注意する．本稿で取り上げる tree modelは，
データ圧縮アルゴリズム [5, 11, 3]で用いられもので，文
脈木で定義されるMarkov連鎖の部分空間である．よっ
て一般には曲指数型分布族となるが，木の形によって，

FSM(Finite State Machine)になる場合 (FSMXと呼ば
れる [5])とそうでない場合の二種類に分かれる．ここで，
FSMになる場合とは，状態遷移関数が存在する場合であ
り，対応する tree modelは指数型分布族になる．[9]の
結果は，これに関して Jeffreys予測が漸近的にminimax
となることを示したものである．一方，Jeffreys予測の
近似式も，明示的には FSMXモデルについて示されて
いるが，簡単な操作で一般の tree modelに適用可能で
ある．よって一般の tree modelの場合に Jeffreys予測
の regretがどうなるかは興味深い問題である．本稿で
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はこれに対し否定的な解決を与える．すなわち，ある種

の tree modelは，漸近的にも指数型でないことを示す．
従って，FSMでない tree modelについては Jeffreys予
測の近似式を用いても minimax予測の近似とはならな
い．また，この結果は tree modelが漸近的に指数型で
あることは，FSMであることと等価であることを示唆
していると考えられる．

次に 2)については，FSMXモデルに関する Jeffreys
予測の近似式について，より効率的に計算する二つのア

ルゴリズムを提案する．一つは Shermann-Morrissonの
公式 (例えば [4]) という逆行列の高速更新アルゴリズム
を利用するもので，状態数の 2乗で計算が可能である．
もう一つは遷移確率行列の冪乗を利用した近似アルゴリ

ズムである．この場合必要な掛け算の回数は遷移確率の

下限が規定されていれば，状態数にはよらない．また，

掛け算に要するコストは tree modelの場合は状態数に
ついて線形になるため，結局状態数の線形で済むアルゴ

リズムが得られる．

以下本稿は次のように構成する．2節で，符号長 regret
を評価基準とした逐次予測問題を解説する．3節で tree
sourceを導入し，その背景を説明する．4節では，FSMX
modelが漸近的に指数型となることを説明し，Jeffreys予
測のための近似式を示す．5節でFSMでない tree source
が指数型でない空間を構成することを示す．6節で近似式
を効率的に計算するアルゴリズムについて論じる．これ

らで 4節までは解説であり，5,6節は新しい内容を含む．

2 逐次予測とminimax regret

各時点 tにおいて逐次的に文字 xtを読み込みながら，

それまでに読んだ文字列に基づいて次の時刻に出現する

文字を確率的に予測する逐次予測問題を考える [6, 12, 7]．
例えば，xtに基づいて x = 1となる確率を推定し，推定
した確率を予測分布とする方法がある．xtの中に 1が k

個含まれているならば，k/tの確率で次に 1が出ると予測
するのである．こうした予測戦略の一つを q(xt+1|xt)と
いう形で書こう．ここでは，予測戦略 qの評価を対数損失

で行う．すなわち，実際に xt+1が出現したときの損失を

log(1/q(xt+1|xt))で計量する．xt+1 に付与した確率の

値が小さければ損失は大きくなる．このような対数損失

を逐次的に総和したものを累積対数損失と呼ぶ．すなわ

ち，
∑n−1

t=0 log(1/q(xt+1|xt))である．さらに予測評価の
基準となる基準クラスを用意する．基準クラスとは通常

径数付きの情報源の集合であり，C = {r(·|·, u) : u ∈ U}
と書く．これを用いて qの列 xnに対する regretを以下

のように定義する．

R(q, xn, C) =
n−1∑
t=0

(
log

1
q(xt+1|xt)

− log
1

r(xt+1|xt, û)
)

ただし，ûは xnのもとでの uの最尤推定値である．こ

こで，
∑n−1

t=0 log(1/r(xt+1|xt, u)) = log(1/r(xn|u)) と
なるので，r(·|·, û)は基準クラスの中で最も累積対数損
失の小さい情報源である．これは xn をあらかじめ知っ

ていないと選べないため，手の届かない理想的予測戦略

である．リグレットとは理想からの隔たりを意味してい

る．次に q の最悪 regretを r(q, C) = supxn R(q, xn, C)
で定める．これを最小にする qを minimax予測戦略と
よび，そのときの regretをminimax regretと呼ぶ．q∗

で minimax予測戦略を表すと，r(q∗, xn, C)が xn によ

らないという重要な性質がある．

このような予測問題について Cが指数型分布族の場合
は，Jeffreys事前分布を用いたBayes混合によって漸近的
にminimax regretが達成出来ることが知られている [7]．
パラメータ uに関する Jeffreys事前分布とはFisher情報
量 J(u)を用いて密度関数が wJ(u) =

√
detJ(u)/CJ と

して定義される事前分布である (CJ
def=

∫ √
detJ(u)du

は規格化定数)．これを用いた Bayes 混合は ρ(xn) =∫
r(xn|u)wJ(u)duとして与えられる．これが漸近的min-

imax予測であることは次の様に Laplace近似を使って
示される. Bn を, 中心が û, 半径が log n/

√
nのボール

とするとき，

ρ(xn)
r(xn|û)

∼
∫

Bn
r(xn|u)wJ(u)du

r(xn|û)

∼
∫

Bn

exp(
−nu†Ĵ(xn, û)u

2
)wJ(u)du

∼ wJ(û)(2π)d/2

nd/2(det(Ĵ(xn, û)))1/2

∼ (det(J(û)))1/2(2π)d/2

CJnd/2(det(Ĵ(xn, û)))1/2

となる. ここで，指数型分布族の場合は J(û) = Ĵ(xn, û)
であるから，

ρ(xn)
r(xn|û)

∼ (2π)d/2

CJnd/2

すなわち，

log
1

ρ(xn)
− log

1
r(xn|û)

∼ d

2
log

n

2π
+ log CJ

を得る．これは ρの regretが xnによらないことを意味

する．また，別に示されている下界に一致することから

もこれが minimax regretを達成することが分かる．逆
に C が指数型でない場合は，

(det(J(û)))1/2

(det(Ĵ(xn, û)))1/2
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がキャンセルせず，Jeffreys予測はminimaxとならない
ことも分かる．ただし，regretではなく，その期待値版
である冗長度 (redundancy) を基準とした場合 ([2]等参
照)，Jeffresy予測は依然minimax予測であると予想さ
れる．

3 tree source

tree source[10]を導入する．ここではアルファベット
を X = {0, 1}に固定する．X ′ def= X \ {0}とする．T を

X ∗ def= {λ} ∪X ∪X 2 ∪ ..., の有限部分集合とする．ただ
し λは空列である．全ての s ∈ T に対し，そのポスト

フィックスが T に属すると仮定する (例えば x1x2 のポ

ストフィックスとは x1x2，x2，λである)．このような
T を文脈木と呼ぶ．文脈木 T について，∂T を次のよう

に定義する．

∂T
def= {xs : x ∈ X , s ∈ T} ∪ {λ} \ T.

∂T の各要素を T の葉と呼ぶ．∂T は，X の完全ポスト
フックス集合であることが示せる．すなわち，∂T の要

素が ∂T の他の要素のポストフィックスになることはな

く，かつ ∂T の要素の長さの集合はKraftの不等式を等
式で満たす．列 s ∈ X ∗ について，τ(s) で s のポスト

フィックスのうち ∂T の要素となるものを表す．τ を文

脈関数と呼ぶ．d
def= maxs∈∂T |s| (|s|は sの長さ) を T

の深さと呼ぶ．もし |s| ≥ dならば τ(s)は一意に定ま
る．列 s (|s| ≥ d)について，τ(s)を文脈または状態と
呼ぶ．このような文脈木で定義される文脈ごとに，次の

文字の発生する確率分布が定義されているMarkov情報
源を tree sourceと呼ぶ [10]．特に，∂T について，任意

の s ∈ ∂T と任意の x ∈ X に対して，(|sx| < dであっ

ても)τ(sx)が一意に存在する場合，その tree sourceを
FSMX (Finite State Machine X) sourceと呼ぶ．この
条件は，「状態遷移関数が存在する」と言い替えられる．

以下に，FSMX sourceを定義する T と，FSMX source
でない tree sourceを定義する T の例を与える．

例 1 Te1 = {λ, 0, 1, 10} (X = {0, 1})とおくと，∂Te1 =
{00, 11, 01, 110, 010}となる (図 1)．この文脈木について
は状態遷移関数が存在するので，FSMX sourceになる．

例 2 ∂Te1 から ‘11’と ‘01’とを除く ( Te1 から ‘1’を除
く)と, 図 2の Te2が得られる．文脈 ‘1’のもとで ‘0’が
発生すると，次の文脈が ‘110’なのか ‘010’なのか決定
出来ないのでこれは FSMXにならない．

次に，文脈木によって定まる情報源の径数付き族を定義

しよう．px
s で，文脈 s ∈ ∂T において x ∈ X が発生す

11

1

010

110

00

10

01

0

λ

1eT∂
1eT

図 1: FSMX sourceを定義する文脈木

1
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110

00

10

0

λ

2eT∂

2eT

図 2: 一般の文脈木

る確率を表し，pによってベクトル (ps1 , ps2 , ..., ps|∂T |)

を表す．パラメータ p1
s の動く範囲を Hs

def= [0, 1]で表
し，H = H(T ) def=

∏
s∈∂T Hsと定義する．本稿では xn

m

で列 xmxm+1...xnを表し，特に xnは xn
1 を表すものと

する．また，初期列 x0
−d+1が与えられていると仮定し，

s0 で τ(x0
−d+1)を表す．pによって定まる列 xn の発生

確率を q(xn|p, x0
−d+1)で表す．nx

s で列 xn における sx

の出現回数を表すと，

log q(xn|p, x0
−d+1) =

∑

s∈∂T, x∈X
nx

s log px
s (1)

となる．また，以後 ns
def=

∑
x∈X nx

s なる記号も用いる．

ここで，以下の S(T )を，T で定まる tree modelと呼ぶ．

S(T ) def= {q(·|p, ·) : p ∈ H(T )}. (2)

特に状態遷移関数が存在する場合はS(T )をFSMX model
と呼ぶ．

ここで，tree modelをデータ圧縮に利用する例として，
CTW(Context Tree Weighting)法 [11] と CONTEXT
[5]を見ておこう．まず，予測戦略 qに基づいて，データ

列 xn を − log q(xn)の符号長で符号化する符号を構成
することが出来る [15]ので, 予測戦略 qは符号器とみな

せることに注意する．CTW法は, 深さ d以下の文脈木

からなる集合 T に対し，w(T ) = 2−|∂T∪T |+|∂T∩Xd| で

事前確率を定義し，それぞれの木 T のもとでの予測確
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率を木に関する事後確率で平均して，次の記号の予測確

率を求める方法である. ただし，各 T のもとでの予測確

率は，
nx

τ(xn) + 0.5

nτ(xn) + 1

で計算している．CTW法の特長は，事前確率 w(T )の
性質をうまく使って事後分布を効率的に計算するところ

にある．もう一方の CONTEXTでは, 文字列を順に読
み込みながら, 読み込んだ文字列のなかで現れた文脈を
もとに文脈木 T を構成していく．出来た文脈木 T は次

の文字の予測にそのまま使われるのではない. 現在ま
でに読み込んだ文字列を xi, 出来た文脈木を T (i)とす
る. CONTEXTは，T (i) ∪ ∂T (i) の要素のうち，xi の

ポストフィックスに一致するものの中から, MDL 基準
に類似した基準で文脈を一つ選択し，その文脈のもと

で推定される予測確率で次の文字を予測する．真のモデ

ルの文脈木を T ?とすると, 系列が無限に長くなるとき,
CONTEXTが ∂T ?に属する文脈を選択する確率が 1に
収束することが Rissanenによって示されており [5]，モ
デル選択の意味で最適性をもつ．tree sourceはこうし
た流れの中で用いられてきた情報源のクラスである．

4 FSMX modelと指数型分布族
FSMX modelが漸近的に指数型分布族となることを説
明しよう．一般に指数型分布族とは p(z|θ) = exp(θizi−
ψ(θ))となるような確率密度の族を指す [1]．ここで zは

k次元の (実数)ベクトル値の確率変数であり，θは k次

元パラメータとする．θizi =
∑

i θiziとする和の規約を

用いている．また，∂i
def= ∂/∂θiとする．ηi

def= ∂iψ(θ)と
するとき ηi = Eθziが成り立つ．ηiを期待値パラメータ，

θi を正準パラメータと呼ぶ．また，Jij = ∂jηi は θ に

関する Fisher情報量に一致する．zの列 znの密度関数

は p(zn|θ) def=
∏

t p(zt|θ) = exp(n(θiz̄i − ψ(θ)))となる．
ただし z̄

def= (1/n)
∑

t zt である．ここに ∂i log p(zn|θ)
= n(z̄i−ηi)なので，ηiの最尤推定値は十分統計量 z̄iに

一致する．

次に，S = {p(·|θ) : θ ∈ Θ} の部分空間として曲指数
型分布族を定義する．u ∈ U を k′ < k次元のベクトル

とし，φ : U → Θを C∞ 級の関数とし，そのヤコビア

ンのランクは常に k′とする．このとき，M = {r(·|u) =
p(·|φ(u)) : u ∈ U}を曲指数型分布族と呼ぶ．uの各成

分は uaで表す．M が指数型ならば，最尤推定値におけ

る Fisher情報量と経験的 Fisher情報量が一致する．こ

れは

∂

∂ua
log r(zn|u) =

∂θi

∂ua
(z̄i − ηi)

Ĵab(zn, u) def= − 1
n

∂2

∂ua∂ub
log r(zn|u) (3)

= − ∂2θi

∂ua∂ub
(z̄i − ηi) + Jab(u)

に注意すると分かる ( Jab(u)は uに関する Fisher情報
量，Ĵab(zn, u)は経験的 Fisher情報量を表す)．すなわ
ち，最尤推定値においては (∂θi/∂ua)(z̄i − ηi) = 0 が
成り立つが，φ(u)が平面をなす場合は ∂2θi/∂ua∂ub は

∂θi/∂ua が張る空間に属するため (3) 第 3 辺の第 1 項
も 0になる．逆にあらゆるデータ列 znについて最尤推

定値における Fisher情報量と経験的 Fisher情報量が一
致するならば，M が指数型であることも分かる．実は

Jab(u)− Ĵab(zn, u)はM の (確率密度関数全体の空間に
対する)埋め込み指数曲率と密接に関係した量である．
では，FSMX modelが漸近的に指数型となることを見
てみよう．これはよく知られた事実であり，例えば [13]で
論じられている．[13]では，正準パラメータを書き下すこ
とで示しているが，ここでは |Jst(p̂)−Ĵst(zn

−d+1, p̂)| → 0
となることを示す．まず，経験的 Fisher情報量の p1

s と

p1
t に関する成分が

Ĵst(xn, p) = δstp̂s

( p̂1
s

(p1
s)2

+
p̂0

s

(p0
s)2

)

となることに注意する．ここで p̂s
def= (n0

s +n1
s)/n，p̂0

s
def=

n0
s/ns，p̂1

s
def= n1

s/ns とした．よって，Fisher情報量は
Jst(p) = δstµs/p1

sp
0
s である．ただし，µsはp1

sによって決

まる文脈 sの定常確率であり，Epp̂sに一致する．ただし，

Epは q(·|·, p)に関する期待値を表す．また，Ĵst(xn, p̂) =
δstp̂s/p̂1

sp̂
0
s となる．よって殆どの列 xn について |p̂s −

µs(p̂)| → 0となることを示せばよい．ただし，p̂は pの最

尤推定値である．さて，px
s と τ によって s ∈ ∂T から t ∈

∂T への遷移確率が与えられるが，それをΠtsと書く．こ

のとき，
∑

s Πtsµs = µtが成り立つ．次に si = τ(xi
−d+1)

として，列 xn
−d+1から文脈の列 sn

0 を構成し，sn
0 におけ

る stの出現回数をnt
sと書く．今，s0 = snを仮定すると，∑

s nt
s =

∑
s ns

tが成り立つが，これから
∑

s nt
s/ns·ns =

ntとなり，
∑

s Π̂tsp̂s = p̂tを得る．ここに Π̂ts
def= nt

s/ns

としたが，これは p̂x
s から構成した遷移確率行列であり，

µs(p̂) = p̂s が成り立つことが分かる．s0 = sn でない

場合は，まず τ(xn+d) = s0 となるように xn の後ろに

列 xn+d
n+1 をつなげ，J(p̂(xn+d

−d )) = Ĵ(xn+d
−d , p̂(xn+d

−d ))を
示す．ただし，p̂(xn+d

−d+1)は xn+d
−d+1に基づく pの最尤推

定値とする．次に J(p̂(xn+d
−d )) = J(p̂(xn

−d)) + O(1/n)
と Ĵ(xn

−d, p̂(xn
−d)) = Ĵ(xn+d

−d , p̂(xn+d
−d ))＋ O(1/n)を示
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ことで，

|J(p̂(xn+d
−d ))− Ĵ(xn

−d, p̂(xn
−d))| → 0 (n →∞)

が分かる．本稿ではこのことをさして「漸近的に指数型」

と言っている．より一般的には，

q(xn|θ) = exp(n(θiTi(xn
−d+1)− ψ(θ)) + U(xn

−d+1|θ))

となるとき，qを漸近的に指数型と定義すればよい．た

だし，U の θによる二階微分が有界であるとする．

FSMX モデルの場合にも，Jeffreys 混合が minimax
regret の意味でほぼ最適であることは保証される [9]．
しかし，FSMXモデルの場合の Jeffreys事前分布は，既
に見たように定常確率分布を含み，その積分計算は容易

ではない．そこで，Laplace推定を補正する形で Jeffreys
予測を近似する以下の式を提案されている [8]．

p̃x
s =

nx
s + 0.5

ns + (k + 1)/2
(4)

−
∑

t∈∂T

kp̂1
s(δx1 − p̂1

s)
2ns + k + 1

∂ log µt(p̂)
∂p1

s

アルファベットが {0, 1}で，∂T = {0, 1}の場合には，
数値実験によって minimax regretに近い性能を達成す
ることが示されている．

5 tree modelの指数曲率
ここでは FSMXではない tree modelが指数型ではな
いことを示す．具体的には次の定理が成り立つ．

定理 1 文脈木 T は状態遷移関数をもち，1s, 0s ∈ ∂T の

親ノード s(6= λ)を T から取り除いて得られる文脈木 T ′

は状態遷移関数をもたないと仮定する．このとき S(T ′)
は指数型ではない．

ここで S(T ′)は S(T )における超曲面である．定理は
その埋め込み指数曲率が 0でないことを主張している．
T と T ′の具体例は，例 1の Te1と例 2の Te2に与えて

ある．すなわち，Te1 からノード 1を除いたものが Te2

であり，Te2 は状態遷移関数を持たない．

定理の証明には次の補題が鍵となる．

補題 1 T を FSMX source を定義する文脈木，τ をそ

の文脈関数とする．T から 1s̄ ∈ ∂T なるノード s̄を取

り除いて得られる文脈木を T ′とする．このとき，T ′が

FSMX sourceを定義するのは ∀x ∈ X , τ(0s̄x) = τ(1s̄x)
のときであり，かつそのときに限る．

証明: τ ′で T ′で定まる文脈関数を表す．∀x ∈ X , τ(0s̄x)
= τ(1s̄x)を仮定すると ∀x ∈ X , τ ′(0s̄x) = τ ′(1s̄x) が成

り立つ．よって τ ′(s̄x)は一意に定まる．s̄以外の s ∈ ∂T ′

は，∂T にも属するので，τ(sx)は一意に定まる．よって
τ ′(sx)も一意に定まる．次に ∃x ∈ X , τ(0s̄x) 6= τ(1s̄x)
を仮定すると，τ(0s̄x) 6= τ(1s̄x)なので，0s̄xと 1s̄xは

∂T の要素である．よって s̄xは T の要素であり，s̄とは

異なる．よって s̄xは T ′の要素である．よって，0s̄xと

1s̄xは ∂T ′の要素であり，τ ′(0s̄x) 6= τ ′(1s̄x)を得る．こ
れは T ′の文脈 s̄について τ ′(s̄x)を決定できないことを
意味する．従って状態遷移関数は存在しない．Q.E.D.

以下に定理 1の証明を述べる．
定理 1の証明: ここでは，τ，τ ′，s̄を上記補題の証明

と同様に用いる．∂T = {s1, s2, ..., sw}とし，s1 = 1s̄，

s2 = 0s̄ とおく．すなわち，∂T ′ = {s̄, s3, ..., sw} であ
る．S(T )の点を q(·|·, p)と書き，S(T ′)の点を r(·|·, u) =
q(·|·, φ(u))と書く．ただし，

p = (p1
s1

, p1
s2

, ..., p1
sw

)，

u = (u1
s̄, u

1
s3

, ..., u1
sw

)

であり，φは u 7→ pなる関数で，

φ(u) = (u1
s̄, u

1
s̄, u

1
s3

, ..., u1
sw

)

とする．また，(p, T )で定義される sから tへの遷移確

率をΠtsと書く．t = τ(s1)ならばΠts = p1
sである．今，

列 xn
−d+1に τ を適用して文脈の列 sn

0 を構成し，その中

で現れる stの個数を nt
s と書き，ns

def=
∑

t nt
s とする．

このとき，

log r(xn|x0
−d+1, u)

=
∑

s∈{s1,s2}
(nτ(s1)

s log u1
s̄ + nτ(s0)

s log u0
s̄)

+
∑

s 6∈{s1,s2}
(nτ(s1)

s log u1
s + nτ(s0)

s log u0
s)

となる．右辺第 1項は

n
∑

s∈{s1,s2}
(
ns

n

n
τ(s1)
s

ns
log u1

s̄ +
ns

n

n
τ(s0)
s

ns
log u0

s̄)

= n
∑

s∈{s1,s2}
(p̂sp̂

1
s log u1

s̄ + p̂sp̂
0
s log u0

s̄)

= np̂s̄(û1
s̄ log u1

s̄ + û0
s̄ log u0

s̄)

と書き直せる．ただし，p̂s̄ = p̂s1 + p̂s2，û1
s̄ = (p̂s1 p̂

1
s1

+
p̂s2 p̂

1
s2

)/p̂s̄ である．同様に第 2項は

n
∑

s 6∈{s1,s2}
p̂s(û1

s log u1
s + û0

s log u0
s)

となる．ただし ûx
s = p̂x

s である．よって，

log r(xn|x0
−d+1, u) = n

∑

s∈∂T ′
p̂s(û1

s log u1
s + û0

s log u0
s)
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と書ける．ここで経験的 Fisher情報量の u1
s と u1

t に関

する成分を Ĵst(xn, u)と書くと，

Ĵst(xn, u) = δstp̂s

( û1
s

(u1
s)2

+
û0

s

(u0
s)2

)

となり，Ĵst(xn, û) = δstp̂s/û1
sû

0
s を得る．また，Fihser

情報量を Jst(u)で書くと Jst(û) = δstµs(φ(û))/û1
sû

0
s と

なる．これによって，Ĵst(xn, û)− Jst(û)を調べるには
µs(φ(û))と p̂sの違いを調べればよいことが分かる．今，

τ(xs
−d+1) = τ(xn)を仮定すると，p̂s = µs(p̂)(s ∈ ∂T )

が成り立つ．よって結局，µs(φ(û))とµs(p̂)の違いを調べ
ることに帰着する．すなわち，µs(φ(û))−µs(p̂) (s ∈ ∂T ′)
が 0でないことを示せばよい．ただし，µs̄ = µs1 + µs2

としている．これを行うために，µ(p̂+ ε(φ(û)− p̂))を ε

の関数として微分する．今，p = p̂+ε(φ(û)−p̂)に対応す
る遷移確率の行列を Π(p)とおくと，(Π(p) − I)µ(p) = 0
である (I は単位行列)．よって ε = 0において微分する
と Π̇(p̂)µ(p̂) + (Π(p̂) − I)µ̇(p̂) = 0となる．ここで µ̇な

どは εによる微分を表す．これを変形して

Π̇(p̂)µ(p̂) = (I −Π(p̂))µ̇(p̂) (5)

と書く．ここで，δp
def= φ(û)− p̂の各成分のうち 0でな

いのは s1 と s2 に対応する成分のみである．すなわち

δp1
s1

= û1
s̄ − p̂1

s1
=

p̂s1 p̂
1
s1

+ p̂s2 p̂
1
s2

p̂s̄
− p̂1

s1

=
p̂s2(p̂

1
s2
− p̂1

s1
)

p̂s̄

であり，同様に δp1
s2

= p̂s1(p̂
1
s1
− p̂1

s2
)/p̂s̄ である．これ

らから，p̂s2δp
1
s2

= −p̂s1δp
1
s1
を得る．今Π(p)

ij で sj から

si への遷移確率を表すことにすると，Π̇(p̂) のうち 0で
ないのは 1列目と 2列目である．1列目は s1 からの遷

移を表すが，τ(s11) = sa，τ(s10) = sb とすると，1列
目で 0でないのは a行目と b行目である．同様に 2列目
については，τ(s21) = sc，τ(s20) = sd とおく．このと

き補題 1より，a 6= cまたは b 6= dが成り立つ (もとよ
り a 6= dかつ b 6= cは成り立つ)．一般性を失うことな
く a 6= cが仮定出来る．このとき，a 6= dとから，

(Π̇(p̂)µ(p̂))a = δp1
s1

µs1(p̂)

(Π̇(p̂)µ(p̂))c = δp1
s2

µs2(p̂) = −δp1
s1

µs1(p̂)

となる．よって，δp1
s1
6= 0であれば (5)の左辺は 0でな

い．すなわち，µ̇(p̂)は µ(p̂)と平行でないことが分かる．
最後に，µ̇(p̂) = λ(1,−1, 0, ..., 0)† ではないことを示そ
う．これが成り立つと仮定すると

((I −Π(p̂))µ̇(p̂))a = λ((δ1a − p̂1
s1

)

((I −Π(p̂))µ̇(p̂))c = −λ(δ2c − p̂1
s2

)

となる．従って δ1a− p̂1
s1

= δ2c− p̂1
s2
でなければならな

いが，殆ど全ての xn
−d+1 について成り立たない．これ

により µs(φ(û))− µs(p̂) (s ∈ ∂T ′)が 0でないことが分
かる． Q.E.D.

6 効率的アルゴリズム
近似式 (4)に現れる ∂ log µt/∂ηy

s の計算を行う方法を

考えよう．

|∂T | − 1 次元のベクトル ν を νi
def= µi/µ|∂T |(i ≤

|∂T |−1)で定義し，I−Πの |∂T |番目の行と列を除いて
得られる行列を B̃とおくと，(I−Π)µ = 0から B̃ν = β

を得る．ただし，βi = (I − Π)|∂T |i(i ≤ |∂T | − 1)であ
る．よって，B̃−1βの微分係数を計算すれば，容易に定

常確率の微分係数を求めることが出来る．これはナイー

ブなアルゴリズムでは O(|∂T |3)の時間がかかる．この
節ではこの計算量を減らす方法を提示する．

6.1 Shermann-Morrisonの公式の利用

ここでは B̃−1β を p1
s で微分したときの微分係数を直

接計算する方法を検討する．B̃ と β の各成分は −p1
s ま

たは 1− p1
sであるから，B̃klで微分する問題を考えれば

よい．特に β の微分は容易なので B̃−1の微分係数のみ

考える．B̃−1B̃ = I を B̃kl で微分すると，

∂B̃−1

∂B̃kl

B̃ + B̃−1D(kl) = 0

となる．ただし D(kl) は (k, l)成分が 1で他の成分は 0
である正方行列を表す．これから，

∂B̃−1

∂B̃kl

= −B̃−1D(kl)B̃−1.

を得る．これから，B̃−1 からその微分係数が O(|∂T |2)
の計算量で得られることが分かる．

さて，我々の問題は単に B̃−1を求めるのではなく，p̂1
s

などの統計量が逐次更新されていくのに応じて B̃−1 を

更新していく問題であることに注意しよう．こうした状

況では次の Sherman-Morissonの公式 (例えば [4])が有
用である．

(L + vwt)−1 = L−1 − L−1vwtL−1

1 + vtL−1w
. (6)

ただし，Lは正方行列で vとwは列ベクトルである．右

辺は行列とベクトルの掛け算までしか現れないので計算

量は行列の次数の二乗である．この公式を用いると，行

列Lとその逆行列が得られていれば，LがL′ = L+vwt

と変化したときにその逆行列を次数の二乗の計算量で求

めることが出来る．我々の問題の場合，データを一つ読
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み込んだときの B̃ の変化は，ただ一つの列だけに起こ

る．それゆえ，この公式が適用可能である．

6.2 Markovの極限定理の利用

定常確率分布を求めるよく知られた方法に，Markov
の極限定理 (例えば [16])を用いるものがある．これは
Πmの各列が，mを大きくしたときに定常確率分布のな

すベクトルに収束するというものである．従って，各成

分が 1/|∂T |である列ベクトル vに対して，Πを繰り返
し掛けることで定常確率分布を近似出来る．この方法の

計算コストは，必要な掛け算の回数をN としたとき，一

般にはO(T |∂T |2)となる．しかし，tree modelの場合，
Πの各成分のうち 0でないものは k|∂T |個のみである
(kはアルファベット数とする)．従って，一度の掛け算
に要する計算量は O(k|∂T |)となる．
次にN の評価を行う．|(Πm)st−µs| < Cρm (0 < ρ <

1) なる評価が知られている．ただし，ρはある適当な

M について

ρ =
(1

2
max

s,t

∑
σ

|(ΠM )σs − (ΠM )σt|
)1/M

と評価される．ここで，ΠM の各成分が ε以上ならば，

(1/2) maxs,t

∑
σ |(ΠM )σs − (ΠM )σt| は 1− 2ε以下とな

る．今，px
s が全て ε以上であると仮定しよう．すると，

Πd(dは T の深さ)の各成分は，εd以上となる．よって，

我々の問題の場合はM = dとおいて，ρ = (1− 2εd)1/d

となる．従って誤差を δ以下にするための繰り返し回数

は，ρN = (1− 2εd)N/d < δで求められ，εdが小さいと

いう仮定のもとで，N > (d/εd) log δを得る．従って，1
シンボルあたりの計算量はO((dk|∂T |/εd) log δ)となる．
入力に任意の列を許す場合，微分係数を最尤推定値では

なく Laplace推定値において評価することにしても，ε

は 1/n程度まで小さくなりうる．これを代入すると nd

に比例することになり，大きな計算量を要する．しかし，

これに関する部分は，固定した εに対して p̄x
s < εになっ

たときには近似式を使わないという選択をすれば，定数

とみなすことができ，実用上 O(dk|∂T |)の計算量のア
ルゴリズムとみなせる．

7 むすび
tree model に関する逐次予測問題を考察し，FSMX

modelでないある種の tree modelは指数型とはならず，
従って Jeffreys混合が minimax regretを達成しないこ
とを示した．これによって，regretを評価基準とする場
合には，FSMXでない tree modelについては Jeffreys
混合を近似する努力は無駄であることが分かる．またこ

のことは，tree modelについて，“木 T がFSMX source
を規定する⇔ S(T )が指数型” という命題を示唆してい
ると考えられる．これを示すことは今後の課題である．
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