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あらまし Jeffreys事前分布は統計的推定問題において重要な役割を果たすことが知られている. 本稿では, 情報幾何
の立場から Jeffreys事前分布を一般化し, α-平行事前分布というワンパラメータの事前分布の族を導入する. これは
α-接続に関して平行な体積要素として定義される. さらに, 曲指数型分布族の推定問題において, α-平行事前分布を用
いた場合の射影 Bayes推定量 (Bayes推定量をもとのクラスに射影して得られる推定量) とMDL推定量の漸近的性質
を論じる. α-平行事前分布は α = 0のときに Jeffreys事前分布に一致するが, Jeffreys事前分布が必ず存在するのに対
し, (α = 0以外の) α-平行事前分布は一般には存在する保証がない. そこで本稿では, 一般の α-平行事前分布が存在
するための条件の考察も行う.
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Abstract It is known that the Jeffreys prior plays an important role in statistical inference. In this paper, we
generalize the Jeffreys prior from the point of view of information geometry and introduce a one parameter family
of prior distributons, which we named the α-parallel priors. The α-parallel prior is defined as the parallel volume
element with respect to the α-connection and coincides with the Jeffreys prior when α = 0. Moreover, we analyze
asymptotic behaviors of the projected Bayes estimator (the estimator obtained by projecting the Bayes estimator
onto the original class of distributions) and the MDL estimator for curved exponential families. Although the
Jeffreys prior always exists, it is not guaranteed that the α-parallel prior with α 6= 0 exists. Hence we consider
conditions for the existence of the α-parallel prior.
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1 まえがき

Jeffreys事前分布は, 統計的推定問題において重要な役割
を果たすことが知られている [3]. 本稿では, 情報幾何の立
場から Jeffreys事前分布を一般化し, α-平行事前分布 (ある
いは簡単に α-事前分布と呼ぶ. 欧文ではα-parallel prior,
または α-priorと表記) という, ワンパラメータの事前分布
の族を導入する. さらに, 曲指数型分布族の推定問題にお
いて, α-事前分布を用いた場合の射影 Bayes推定量 (Bayes
推定量をもとのクラスに射影して得られる推定量 [6, 9]) と
MDL推定量の漸近的性質を論じる. α-事前分布は α = 0の
ときに Jeffreys事前分布に一致するが, Jeffreys事前分布が
必ず存在するのに対し, (α = 0以外の) α-事前分布は一般
には存在する保証がない. そこで本稿では, 一般の α-事前
分布が存在するための条件の考察も行う.

α-事前分布は, α-接続 [1] に関して平行な体積要素として
導入する1 . これは, [6]における結果を曲指数型分布族の
場合に拡張しようとするときに自然に導入される. [6]にお
いて, Takeuchiは指数型分布族に関してMDL推定量と射
影 Bayes推定量の性質を調べ, 以下の様な結果を得ている:
(a) Jeffreys事前分布を用いた射影 Bayes推定量と, 期待値
パラメータについて一様な事前分布を用いたMDL推定量
のいずれもが, 自然パラメータについてバイアス補正した
最尤推定量とほぼ一致する. (b) 自然パラメータについて一
様な事前分布を用いた射影 Bayes推定量と, Jeffreys事前分
布を用いたMDL推定量のいずれもが, 最尤推定量 (期待値
パラメータについて不偏)とほぼ一致する.
以上の結果は, 射影 Bayes推定量とMDL推定量の, 精度

1/N (N は標本数)の近似式求め, それらを最尤推定量, お
よび自然パラメータに対してバイアス補正した最尤推定量
と比較することで得られたものである.
以上の結果を曲指数型分布族の場合に拡張するためには,

以下の四つの拡張を行う必要がある. すなわち, (i) 射影
Bayes推定量の近似式の拡張. (ii) MDL推定量の近似式の
拡張. (iii) ‘自然パラメータ (および期待値パラメータ)につ
いて一様な事前分布’ の概念の一般化. (iv) 自然パラメー
タ (および期待値パラメータ)に関するバイアスの概念の一
般化. ((iii)と (iv)は, 曲指数型分布族については自然パラ
メータや期待値パラメータが一般には存在しないために生
じる問題である.)
このうち (i)については, KomakiがTakeuchiの結果と独

立に求めた曲指数型分布族に関する Bayes推定量の近似式
[4] を利用出来る. すなわち, Komakiの近似式から簡単な
考察により射影 Bayes推定量の近似式が得られる.

(ii)については, 比較的簡単に拡張を行うことが出来る.
(iii)については, 自然パラメータが 1-接続に関するアファ

イン座標であることに注意すると, 自然パラメータについ
て一様な事前分布とは, 1-接続に関する平行な体積要素であ
ることが理解出来る. ところが, 1-接続は曲指数型分布族に

1 Riemann 多様体に接続が与えられているとき, その接続に関して平
行な体積要素という概念は, アファイン微分幾何学 [10] における重要な概
念である. アファイン微分幾何学では, 情報幾何と同様に, 必ずしも計量
的でない接続を扱う.

も定義されるので, 1-接続に関する平行な体積要素も曲指数
型分布族に対して定義出来る. これを自然パラメータにつ
いて一様な事前分布の代わりに用いるのである. 同様に, 期
待値パラメータについて一様な事前分布と Jeffreys事前分
布は, それぞれ, −1-接続と 0-接続に関する平行な体積要素
と等価である.
以上のことに注意すると, 一般の α-接続に関する平行な

体積要素として, α-平行事前分布を自然に導入することが
出来る. ここで, Jeffreys事前分布 (α = 0)が必ず存在する
のに対し, α 6= 0の場合には, α-事前分布は一般には存在す
る保証がないことを注意しておかなければならない. 本稿
では, α-事前分布が存在するための十分条件を示す.

α-事前分布が存在する場合, α = ±1, 0以外の場合も含め
て, α-事前分布を用いた射影 Bayes推定量と MDL推定量
の性質を調べることは興味深いと思われる. それゆえ, (iv)
に関連しては, 自然パラメータや期待値パラメータに関して
バイアス補正した最尤推定量の概念を, 一般の α-アファイ
ン座標2 に関してバイアス補正した最尤推定量の概念に拡
張する. この目的のため, 曲指数型分布族を α-平坦な多様
体に埋め込んで考える. (一般には可能でないことに注意.)

(i)-(iv)の拡張の結果, 次のことが明らかになる. すなわ
ち, (−(1 + α)/2)-事前分布を用いた射影 Bayes 推定量と,
((1 − α)/2)-事前分布を用いた MDL推定量のいずれもが,
α-アファイン座標に関して (拡張した意味で)バイアス補正
した最尤推定量にほぼ等価である. これは, [6]における結
果の一般化となっている.

2 準備

ν を <z の Borel集合族の上の σ-有限な測度, X をその
台とする. また, Θ を <n の凸集合とする. S で, 経数
θ ∈ Θ が付いた, X 上の測度 ν に関する確率密度の集合
を表す. すなわち, S ≡ {p(·|θ)|θ ∈ Θ} とする. ただし,
∀θ ∈ Θ,

∫
x∈X p(x|θ)ν(dx) = 1と ∀θ ∈ Θ,∀x ∈ X , p(x|θ) ≥

0 が成り立つものとする. ここでさらに, ∀θ ∈ Θ, ∀x ∈
X , p(x|θ) > 0であり, かつ p(x|θ) は Θ上で 2回微分可能
と仮定する. また P(X )で, X 上の測度 ν に関する確率密
度全体の集合を表す.

S を多様体とみなし, Tp(S)で p ∈ S における S の接空
間を表す. Tp(S)は, 微分演算子 ∂i ≡ ∂/∂θi (i = 1, ..., n)
で張られる線形空間である (一般に i, j, k...を θの添字とし
て用いる). 次に, Amari[1]に従って Fisher計量と α-接続
を定義しよう. gで Fisher計量を表し, 〈X, Y 〉で, gで定義
されるX, Y ∈ Tp(S)の内積を表す. gij で, gの θに関する
成分 〈∂i, ∂j〉 を表すことにすると, gは

gij ≡ E(∂i ln p(x|θ) · ∂j ln p(x|θ))
≡

∫

x∈X
∂i ln p(x|θ) · ∂j ln p(x|θ) · p(x|θ)ν(dx)

2 本稿では, α-接続に関するアファイン座標を ‘α-アファイン座標’と呼
ぶことにする.



で定義される. gij は θ に関する Fisher情報行列に一致す
る. gij で gij の逆行列を表す. 次に ∇(α) で α-接続 (すな
わち α-共変微分)を表す. Γ(α)

ijk で ∇(α) の θ に関する成分

を表すことにすると, ∇(α) は Γ(α)
ijk ≡ Γ(0)

ijk − α · Tijk/2 で
定義される. ただし, Γ(0) は gに関する Riemann接続を表
し, T は Tijk = E(∂i ln p(x|θ) · ∂j ln p(x|θ) · ∂k ln p(x|θ)) で
定義されるテンソルである. 以下, Fisher計量と α-接続が
備わった S を統計的モデルと呼ぶ. ここで,

∫
p(x|θ)ν(dx)

= 1という制限を
∫

p(x|θ)ν(dx) < ∞で置き換えても, 同
様に Fisher計量と α-接続を定義出来る. そのような多様体
を拡張統計的モデルと呼ぶ. 統計的モデル S に対して S̄ =
{q(·|θ, τ)| q(x|θ, τ) = τ · p(x|θ), τ > 0, p ∈ S}で多様体 S̄

を定義する. これに Fisher計量と α-接続を定義したものは
拡張統計的モデルの例であり, S の拡張と呼ぶ.

n次元の (拡張)統計的モデル S に対して, α-接続に関す
る Riemann-Christoffel 曲率テンソル (以下では簡単の
ため α-Reimann曲率テンソルと呼ぶ)を定義しよう. その
成分を R

(α)l
ijk と書くと,

R
(α)l
ijk ≡ ∂iΓ

(α)l
jk − ∂jΓ

(α)l
ik + Γ(α)l

im Γ(α)m
jk − Γ(α)l

jm Γ(α)m
ik

で定義される. ただし Γ(α)m
ik = Γ(α)

ikjg
jm ≡ ∑n

j=1 Γ(α)
ikjg

jm

である (本稿では, いわゆる和の規約を用いる.). α-アファ
イン座標が存在する (拡張)統計的モデルを α-平坦であると
いうが, α-平坦ならば α-Riemann曲率は 0になる.
次に指数型分布族を定義しておく. 確率密度関数が p(x|θ)

= exp(θixi − ψ(θ))と書けるとき (z = nと仮定. また xi

は xの第 i成分.), Sを指数型分布族と呼ぶ. この場合, θを
自然パラメータまたは θ-座標と呼ぶ. θ は 1-アファイン座
標である. また η = E(x)で定義される座標を, 期待値パラ
メータまたは η-座標と呼ぶ. これは −1-アファイン座標で
ある. すなわち, 指数型分布族は ±1-平坦である. η の第 i

成分は ηi と書く. ∂i ≡ ∂/∂ηi という記法を用いる. このと
き ∂i = gij∂j となる. また, ηi = ∂iψ(θ), gij = ∂i∂jψ(θ),
Tijk = ∂i∂j∂kψ(θ) が成り立つ.

M を, S の m次元の部分多様体とする (m < n). (特に
Sが指数型分布族の場合M は曲指数型分布族と呼ばれる.)
厳密にはM はM = {p(·|θ(u))|u ∈ U}で定義される. た
だし U は <m の凸集合であり, θ(u)は u 7→ θ(u) ∈ Θなる
C∞ 級の関数である. さらに θ(u)のヤコビアンのランクは
全ての u ∈ U についてmに等しいものとする. 以下, uaで
uの a番目の成分を表す. 一般に a, b, c, ...を uの添字とし
て用い, a, b, c, ...の値域は {1, 2, ..., m}であるとする. g̃ と
∇̃(α)はそれぞれM の Fisher計量と α-接続を表すものとす
る. また, 例えば 2階のテンソル K について, その uに関
する成分は Kab 等と書く. 以下, 他の座標系が定義された
ときもこうしたルールに従う.
次に付随部分多様体を定義しよう. M の各点 p(·|u) ∈ M

に対し, M に直交するような n−m次元の滑らかな Sの部
分多様体 A(u) を付随させる. さらに各 A(u)において座標
系 v を定義する. ただし, v = 0が A(u)とM の交わりを
表すものとする. κ, λ, ...を v の添字として用い, それらの

値域を {m + 1, ..., n}であるとする. ベクトル ∂κ = ∂/∂vκ

は uと vについて適当な回数だけ微分可能とする. さらに,
族 A = {A(u)|u ∈ U}は (少なくともM の近傍において)
S を滑らかに埋め尽くすものと仮定する. 言い替えると, S

の点を v と u によって指定できると仮定する. すなわち,
w = (u, v) を S の座標として用いることが出来る. 以下,
α, β, ... を w の添字として用い, それらの値域を {1, ..., n}
とする (w1 = u1,w2 = u2,..., wm = um, wm+1 = vm+1,...,
wn = vn とする).
次に, M の S における埋め込み曲率テンソルを定義す

る.
(α)

H で (X, Y ) (X, Y ∈ Tp(M)) を ∇(α)
X Y − ∇̃(α)

X Y ∈
Tp(A(p))に写す関数を表す.

(α)

H はM 上の横断的ベクトル

場であり,
(α)

H (X, Y )はM に直交する. これを α-接続に関
する埋め込み曲率テンソルと呼ぶ. 以下, 簡単のため α-曲

率テンソルと呼ぶ.
(α)

H の成分は
(α)

H abκ ≡ 〈
(α)

H(∂a, ∂b), ∂κ〉の
ように書ける. M 上いたるところで

(α)

H = 0となるとき, M

は S において α-自己平行と云われる. 本稿では, 付随部分
多様体 A(p)は −1-自己平行であると仮定する.
次に標本に関する記法を述べる. xN で, XN の要素を表
す. xN = x1...xN は p(xN |θ) ≡ ∏N

t=1 p(xt|θ) に従うものと
する (すなわち i.i.d. また, ここでの xt は, xの第 t成分を
表すのではないことに注意.). さらに, x̄ ≡ ∑N

t=1 xt/N なる
記法を用いる. x̄は十分統計量である. また, x∞ は無限列
をさすものとする.
一般に f で推定量 (標本の集合から P(X )への関数)を表
す. ここで, f [xN ]で f による xN の像を表し, f [xN ](x)で
f [xN ]の xにおける密度を表す. また θ̂や û, ĝij 等は, それ
らの, xN のもとでの最尤推定値を表すものとする. 指数型
分布族については, η̂ = x̄が成り立つ (厳密にはある仮定が
いる).

3 射影ベイズ推定量の近似式

この節では, 曲指数型分布族における Bayes 推定量の,
Komakiによる近似式 [4] を復習し, 射影 Bayes推定量の近
似式を導く.

M を, n次元の指数型分布族 Sに埋め込まれたm次元の
曲指数型分布族とする. ρ(u)duをM の経数 uの定義域 U

上の事前分布とする. ただし ρはC∞級とする. Bayes推定
量 fρは fρ[xN ] ≡ ∫

p(·|u)ρ(u|xN )duで定義される (ただし,
ρ(u|xN )は xN を与えられたもとでの uの事後分布.). また,
射影 Bayes推定量 f̃ρ は f̃ρ[xN ] ≡ arg minp∈M D(fρ||p) で
定める. ただしD(p||q)は qの pに対するKullbuck Leibler
情報量を表す.
以下, この節では x∞ を一つ固定し, xN はその先頭の N

個からなる列とする. Komakiは以下の定理を示した.

定理 1 (Komaki ’94) fρ[xN ](x)は次のように展開される.

fρ[xN ](x) = p(x|û) +
ĝab(∂a∂bp(x|u)− Γ̂(−1)c

ab ∂cp(x|u))
2N



+
(∂a ln ρ(û)− Γ̂(1)b

ab )ĝac∂cp(x|û)
N

+ o(
1
N

).

ここで, (∂a ln ρ(û)− Γ̂(1)b
ab )ĝac∂cp(x|û)/N なる項は, Bayes

推定値が, 最尤推定値に対してM に沿った方向にずれてい
ることを表し, ĝab(∂a∂bp(x|u)− Γ̂(−1)c

ab ∂cp(x|u))/2N なる
項は, 同様にM に直交する方向3 にずれていることを表す.
これらのずれは, いずれも −1-測地線 (−1-接続に関する測
地線) に沿った4 ものである. Kullback Leibler情報量によ
る射影の足は, 最尤推定値から, M に垂直に−1-測地線を降
ろした足に等しいことに注意すると, 次式が成り立つこと
が分かる.

uc(f̃ρ[xN ]) = ûc +
(∂a ln ρ(û)− Γ̂(1)b

ab )ĝac

N
+ o(

1
N

). (1)

4 MDL推定量の近似式の一般化

曲指数型分布族M に関するMDL推定量の近似式を与え
る. 事前分布 ρ(u)duに関するMDL推定量を fρ

mdl と書き,
次式で定義する [6].

u(fρ
mdl[x

N ]) = arg min
u

(
− ln p(xN |u)− ln

ρ(u)
(det |gab|)1/2

)
.

以下, 前節と同様に x∞ を一つ固定し, xN をその先頭の N

個からなる列とする. 今, ρ̄((u, 0)) = ρ(u)かつ ρ̄(w) > 0を
満たすような, w の滑らかな実数値関数 ρ̄を定義する. ま
た, MDL推定値に対応する θ座標の値を θ̃と書き, M に対
応する θの値域を ΘM と書く. すると, 次式のようになる.

θ̃ = arg min
θ∈ΘM

(
− ln

p(xN |θ)ρ̄(w(θ))
(det |gab|)1/2

)
.

最小化すべき関数を G(θ)とおき, vκ を一定に保ったまま
G(θ)を最小化する. すなわち未定係数 aκ をおき, G(θ) +
aκvκNの偏微分を0とおく. V (θ) = ln(ρ̄(w(θ))/(det |gab|)1/2)
とおくと, G(θ) + aκvκN = − ln p(xN |θ) − V (θ) + aκvκN

となる. これを θi で偏微分すると (x̄i − ηi) + ∂iV (θ)/N =
aκ∂iv

κ となる. これに ∂ua/∂ηi をかけて iで和をとると,

∂ua

∂ηi
(x̄i − ηi) +

∂ua

∂ηi

∂wα

∂θi

∂αV (θ)
N

= aκ
∂vκ

∂θi

∂ua

∂ηi

となる. ここで

∂wα

∂θi

∂wβ

∂ηi
=

∂wα

∂θi

∂wβ

∂θj

∂θj

∂ηi
=

∂wα

∂θi

∂wβ

∂θj
gij = gαβ

に注意すると ∂iua(x̄i − ηi) + gaα∂αV (θ)/N = aκgaκ とな
る. gaκ = 0により ∂iua(x̄i − ηi) + gab∂bV/N = 0 となる.
いま, (û, 0)に対応する ηを η̄とおく. これは x̄からM にお
ろした −1-射影の足に対応する ηである. |η̄ − x̄| = o(1)と

3 M の P(X ) における −1-曲率の方向. 詳しくは [2, 4] を参照.
4 M に直交したずれを po(x), M に沿ったずれを pn(x) と書くと,

p(x|t) = p(x|û) + t1pn(x) + t2po(x) + o(1/N) は混合型分布族をなし
(fρ[xN ](x) = p(x|(1, 1))), t1, t2 はその η 座標である. また, このとき
∂/∂t2 は各 ∂/∂ua に直交している.

いう仮定をおく. 上記の式を uについて ûの周りで Taylor
展開すると

(
∂iua(û) + O(|u− û|))(x̄i − η̄i + η̄i − ηi)

+ĝab∂bV̂ + O(|u− û|)/N = 0

となる. ここで ∂iua(û)(x̄i − η̄i) = 0 であることと, 仮定
|η̄ − x̄| = o(1)を用いると

∂iua(û)(η̄i − ηi) +
ĝab∂bV̂ + O(|u− û|)

N
= o(|u− û|)

となる. さらに ua− ûa = ∂iua(û)(ηi− η̄i)+O(|η− η̄|2) に
注意すると ua − ûa = ĝab∂bV̂ /N +O(|u− û|)/N +o(|u−
û|) となる. これより ũa = ûa + ĝab∂bV̂ /N + o(1/N) を
得る. V = ln ρ(u) − ln(det |gab|)1/2 であるから, ∂bV =
∂b ln ρ(u)− Γ(0)

bcdg
cd となる. すなわち, 次の補題を得る.

補題 1 曲指数型分布族M におけるMDL推定量について,
|x̄− η̄| = o(1)ならば, 次の式が成り立つ.

ua(fρ
mdl[x

N ]) = ûa +
ĝab(∂b ln ρ(û)− Γ̂(0)

bcdĝ
cd)

N
+ o(

1
N

).

5 α-平行事前分布

まず, S を n次元の指数型分布族として, S 上の, θ につ
いて一様な事前分布をテンソル場として書き直す. 体積要
素 (あるいは面積要素)とは, S上の n階交代テンソル場 (n
次微分形式) として定義されることに注意しよう ([11]等参
照). すなわち, このテンソル場は, S の各点において, n個
の接ベクトルの組 (X1, ..., Xn)に対し, それらが張る平行四
辺形の体積を定義するようなテンソル場である. そのよう
なテンソル場のひとつを εとおくと

ε(X1, ..., Xn)

= K ·
∑

σ

sgn(σ)dθ1(Xσ(1)) · ... · dθn(Xσ(n)) (2)

と書ける. ただし, Kはスカラー密度であり, dθiはdθi(X) =
〈∂i, X〉で定まるテンソルとする. また, σは 1, ..., nの置換,
sgn(σ) は σ の符号を表し, 総和は全ての置換に渡ってと
る. これを, これまで用いて来た測度の記法で表そう. dθi

を, (テンソルではなく) θiの微小変化と考えたとき, ρ(θ)dθ

≡ ρ(θ)dθ1 · ... · dθn が点 θ の近傍の, 各辺が dθi · (∂/∂θi)
である立方体の体積に対応することに注意する. すると
ρ(θ)dθ ≡ ε(∂/∂θ1, ..., ∂/∂θn)dθ とすればよいことが分か
る. さらにこの右辺はKdθに等しいことに注意する. さて,
θ に関する一様な測度とは, ‘ρ(θ) =定数’の場合であるか
ら, (2)において, K を定数とおいたものに相当する. 以下
では, εでK ≡ 1とおいたものだけを表す.
今, θが∇(1)に関するアファイン座標なので∇(1)dθi = 0

である. よって, ∇(1)ε = 0 となることが分かる. また, 逆に
∇(1)ε = 0ならば, K は定数でなければならない. 以下では
この事実に注目する.



一般に, 多様体 S のアファイン接続 ∇に対して, S 上い
たるところ∇κ = 0となるような体積要素 κが存在すると
き, ∇を等積接続 (equiaffine connection)という (または等
積的という). また, そのような κを∇について平行な体積
要素 (parallel volume element) という5 . すなわち, 指数型
分布族において, 1-接続は等積的であり, θについて一様な
体積要素 εは, ∇(1) について平行な体積要素として特徴付
けられる. こうすると, θについて一様な測度という概念は,
指数型分布族でない場合でも自然に拡張出来る. すなわち
我々は, 指数型分布族以外の統計的モデル (特に曲指数型分
布族) M についても, ∇̃(1) について平行な体積要素を θに
ついて一様な事前分布の代わりに用いることにしよう. そ
してそれを, 1-平行事前分布と呼ぶ. 同様に ∇̃(−1)について
平行な体積要素を, ηについて一様な事前分布の代わりに用
いる. さらに, 一般に α-接続について平行な体積要素を α-
平行事前分布と名付ける.
ここで導入した α-事前分布は, ∇̃(α)が等積接続でなけれ

ば存在しない. そこで次に, ∇̃(α) が (局所的に)等積的にな
るための条件を考察する. 一般の接続に関する Riemann曲
率の成分を Rd

abcと書く. このとき, Rbc ≡ Ra
abcで定まるテ

ンソルは Ricciテンソルと呼ばれる. 特に本稿では, 接続が
α-接続の場合の Riiciテンソルを α-Ricciテンソルと呼び,
R

(α)
ij と書く.
次の補題が成り立つ ([10],p.28,命題 3.1参照).

補題 2 捩れの無いアファイン接続∇を持った多様体 S に
ついて, (a) ∇が局所的に等積接続になること, (b) S 上で
Rk

ijk = 0となること, および (c) S 上で Rij = Rji となる
ことは同値である.

例えばRiemann接続 (0-接続)の場合はRicciテンソルは
必ず対称になるから, 0-平行事前分布は必ず存在し, 自然な
体積要素 (det |gij |)1/2dθ を導く. これは Jeffreys事前分布
にほかならない.
補題 2 を α-接続に適用しよう. α-Riemann曲率の定義

から, R
(α)k
ijk = −α(∂iT

k
jk − ∂jT

k
ik)/2 となる. よって, 次の

命題を得る.

命題 1 (拡張)統計的モデル Sについて, ∂iT
k
jk−∂jT

k
ik = 0

ならば, 任意の α ∈ <について α-平行事前分布が存在する.
そうでなければ, 0-平行事前分布のみが存在する.

これから, 次のような概念を定義することが出来る.

定義 1 (統計的等積) (拡張) 統計的モデル S について, S

上の各点で ∂iT
k
jk − ∂jT

k
ik = 0であるとき, S は (局所的に)

統計的等積 (statistically equiaffine) であるという.

すなわち, Sが統計的等積であることは, 任意の αについて
α-平行事前分布が存在すること, および任意の αについて
R

(α)k
ijk = 0であることと同値である.
次に統計的等積であるための十分条件を考察しよう. Lau-

ritzenによって導入された conjugate symmetryという
5 これらはアファイン微分幾何における概念である. 詳しくは [10] 参

照.

概念 [5] が有用である. (拡張) 統計的モデル S について
∀α ∈ <, R

(α)
ijkl = −R

(α)
ijlk であるとき, S は conjugate sym-

metricであるという. ただし, R
(α)
ijkl = R

(α)m
ijk glmである. こ

の概念を用いると, 補題 2 から次の命題を得る.

命題 2 S が conjugate symmetricであれば, S は統計的等
積である.

Lauritzenはまた, S が conjugate symmeticになるため
の十分条件を与えた. すなわち, 次の命題が成り立つ.

命題 3 (Lauritzen) ある α0 6= 0について α0-平坦な (拡
張)統計的モデルは conjugate symmetricである.

次に, 一般に次のように書けることに注意する [7, 8].

R
(α)
abcd = Bi

aBj
bB

k
c Bl

dR
(α)
ijkl + gκλ(H(−α)

adκ H
(α)
bcλ −H(α)

acκH
(−α)
bdλ ).

ただし Bi
a = ∂aθi とおいた. ここで, 命題 1に注意すると

次を得る.

命題 4 ある α0 6= 0についてR
(α0)
ijkl = −R

(α0)
ijlk を満たす (拡

張)統計的モデル Sの中の, α0-自己平行な部分多様体M は
統計的等積である. 特に conjugate symmetricな (拡張)統
計的モデルSの中の, α0-自己平行な部分多様体M (α0 6= 0)
は統計的等積である.

以上, 統計的モデルM について, α-接続が等積的になる
ための条件がある程度明らかになった. 次に, 統計的等積な
曲指数型分布族M について, α-平行事前分布の場合の射影
Bayes推定量とMDL推定量の近似式を求める. 以下, α-平
行事前分布を用いた射影Bayes推定量を f̃ (α)と書く. また,
α-平行事前分布を用いたMDL推定量を f

(α)
mdl と書く.

ε̃(α) を α-平行体積要素とする. ∇̃(α)ε̃(α) = 0に注意する
と, 次式を示すことが出来る.

∇̃(α)
∂a

(
ε̃(α)(∂/∂u1, ..., ∂/∂um)

)

= Γ(α)b
ab ε̃(α)(∂/∂u1, ..., ∂/∂um). (3)

次に, α-事前分布の測度としての表現を ρ(α)(u)duと書く.
すなわち, ρ(α)(u) = ε̃(α)(∂/∂u1, ..., ∂/∂um) とおく. する
と (3)より, ∂a ln ρ(α)(u) = Γ(α)b

ab を得る. これと, (1)およ
び Γ(α)

abc = Γ(0)
abc − αTabc/2より

uc(f̃ (α)[xN ]) = ûc +
(1− α)T̂abdĝ

bdĝac

2N
+ o(1/N) (4)

である. 同様に, 補題 1 により次式を得る.

uc(f (α)
mdl[x

N ]) = ûc − αT̂abdĝ
bdĝac

2N
+ o(1/N). (5)

6 バイアス補正最尤推定量の一般化

曲指数型分布族M が, α-平坦な多様体 Lの部分空間であ
ると仮定する. そして ξ を, Lの α-アファイン座標である



とする6 . また, ξの添字には i′等を用い, ∂i′ = ∂/∂ξi′ とお
く. ただし, i′ 等の値域は {1, ..., dim(L)}とする. また, M

を指数型分布族 S の部分空間と考えたときに, M の各点に
A(u)というM に直交する S の部分空間を考えたが, それ
と同様に, M を Lの部分空間とみなし, M の各点に uにお
いて, M に直交する Lの dim(L)−m次元の部分空間B(u)
を考える. そして B(u)に座標 zをいれる. zの添字には κ′

等を用いる. また, (u, z)は Lの座標とみなせるが, これを
ζ と書く. ζ の添字には α′ 等を用いる.
通常, 曲指数型分布族の推定問題についてバイアス補正を

考えるときは, パラメータ uのバイアスを考えるが, ここで
は次のように考える. ûで指定されるM の点を pû とする.
pû を Lの点とみなしたときに対応する ξ の値を ξ(û)と書
く. そして, ξ(û)のバイアスのM の接空間方向への (Fisher
計量で分解した)成分が o(1/N)になるように補正したもの
を, ξ についてバイアス補正した最尤推定量と呼ぶ. 以下,
それを ũと書く. また, 以下では ξ̂は ξ(û)を表す.

ξ̂を ûの関数とみて, uの周りで Taylor展開する.

ξ̂i′ − ξi′ = ∂aξi′δua +
∂b∂aξi′δuaδub

2
+ O(|δu|3)

= F i′
a δua +

∂bF
i′
a δuaδub

2
+ O(|δu|3)

となる. ただし, δu = û− u, F i′
a = ∂ξi′/∂ua とおいた. 両

辺の期待値をとると

E(ξ̂i′ − ξi′) = F i′
a E(δua) + (∂bF

i′
a )gab/2N + O(N−3/2)

を得る. E(δua)は,最尤推定量のバイアスで, −Γ(−1)a
αβ gαβ/2N

+O(N−3/2) となることが知られている. すなわち

E(ξ̂i′ − ξi′) = −F i′
a Γ(−1)a

αβ gαβ − (∂bF
i′
a )gab

2N
+ O(N−3/2)

が成り立つ. 右辺の第一項の, ∂c 方向の成分は

−F c
i′(F

i′
a Γ(−1)a

αβ gαβ − ∂bF
i′
a gab)/2N

= −F c
i′F

i′
a Γ(−1)a

αβ gαβ − F c
i′(∂bF

i′
a )gab/2N

= −Γ(−1)c
αβ gαβ − F c

i′(∂bF
i′
a )gab/2N

となる. ここで, F γ′

i′ = ∂ζγ′/∂ξi′ とおいた (γ′ ≤ mならば
F γ′

i′ = ∂uγ′/∂ξi′). ところが

Γ(α)
bcδ′ = 〈∇(α)

∂b ∂c, ∂δ′〉
= 〈∇(α)

∂b
(F j′

c ∂j′), F k′
δ′ ∂k′〉

= (∂bF
j′
c )F k′

δ′ 〈∂j′ , ∂k′〉
= F k′

δ′ (∂bF
j′
c )gj′k′

が成り立つ (F i′
α′ = ∂ξi′/∂ζα′). ただし, ξ が α-アファイン

座標であることを用いた. これから, ∂bF
i′
a = Γ(α)

baδ′g
i′k′F δ′

k′

を得る. ゆえに, F c
i′∂bF

i′
a = Γ(α)

baδ′g
i′k′F δ′

k′F
c
i′ = Γ(α)

baδ′g
δ′c

6 例えば, 確率変数 x のレンジ X が有限集合である場合は, 任意の α
について成り立つ仮定である. また, α = ±1 とすれば自明な仮定になる.

= Γ(α)
badg

dc である (gκ′c = 0を用いた). また, gaκ = 0より,
Γ(−1)

αβd gαβ = Γ(−1)
abd gab + Γ(−1)

κλd gκλ であるが, Γ(−1)
κλd は A(u)

の −1-曲率を表し, 今の場合 0である. よって, ξ̂ のバイア
スの ∂c 方向の成分は

−(Γ(−1)
bad − Γ(α)

bad)g
bagcd/2N + O(N−3/2)

= −(1 + α)Tbadg
bagcd/4N + O(N−3/2)

で与えられることが分かる. 以上により, 次の補題を得る.

補題 3 曲指数型分布族M が α-平坦な多様体 Lに埋め込
めるとする. ξ を L の α-アファイン座標とすると, ūc =
ûc+(1 + α)T̂badĝ

baĝcd/4N なる推定量について, E(ξ(ū)−ξ)
の Tu(M)方向の成分は O(N−3/2)である.

以下では, 簡単のためにX が有限集合の場合を考えて, 射
影 Bayes推定量とMDL推定量の漸近的性質をまとめてお
こう. 以下 X は有限集合と仮定する. このとき, P(X )の
拡張 P̄(X ) は任意の αについて α-平坦であることに注意す
る. この場合は, M が統計的等積であるという条件だけを
仮定すれば, 補題 3, および f̃ (α), f

(α)
mdlの近似式 ((4)と (5))

を用いることが出来る. 特に, P(X )は指数型であるから,
P(X )自体は統計的等積である. f

(α)
bc で, α-アファイン座標

についてバイアス補正した最尤推定量を表す. すると, 次の
定理が得られる.

定理 2 X を有限集合とする. MはP(X )の部分多様体であ
り, 統計的等積であると仮定する. このとき, |x̄− η̄| = o(1)
ならば f̃ ((1−α)/2)[xN ], f

(−(1+α)/2)
mdl [xN ], および f

(α)
bc [xN ]の

差は o(1/N)である.
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